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Abstrak. Dalam penelitian ini dibahas mengenai solusi sistem persamaan diferensial linear tak 
homogen dengan koefisien konstan menggunakan metode matriks eksponensial. Langkah awal 
untuk menentukan solusi dari sistem persamaan diferensial linear tak homogen menggunakan 
metode matriks eksponensial adalah menentukan solusi homogen (𝑋𝑕) yang dimulai dengan 
mengubah sistem persamaan diferensial ke dalam bentuk 𝑋′ = 𝐴𝑋 + 𝑔(𝑡) sehingga diperoleh 
matriks koefisien yang bersesuaian, kemudian menentukan nilai eigen dari matriks koefisien 𝐴 
dan menentukan vektor eigen terkait dengan nilai eigennya. Selanjutnya, membentuk suatu 
matriks taksingular 𝑃 dari vektor-vektor eigen dan menentukan invers dari matriks 𝑃. Kemudian 
menentukan matriks diagonal 𝐷 dengan 𝐷 = 𝑃−1𝐴𝑃 . Selanjutnya, dibentuk matriks 
eksponensial  𝑒𝐴𝑡 dengan rumus 𝑒𝐴𝑡 = 𝑃𝑒𝐷𝑡𝑃−1 , sehingga diperoleh solusi homogen dari 
sistem persamaan diferensial linear dengan 𝑋𝑕 = 𝑒
𝐴𝑡𝐶 . Langkah kedua adalah menentukan 
solusi partikular (𝑋𝑝) yang dimulai dengan menentukan matriks eksponensial 𝑒
−𝐴𝜏  dan fungsi 
𝑔(𝜏)  lalu kemudian menentukan solusi partikular  𝑋𝑝  dengan 𝑋𝑝 = 𝑒




Langkah terakhir adalah menentukan solusi umum dari sistem persamaan diferensial linear tak 
homogen dengan menambahkan solusi homogen (𝑋𝑕)  dengan solusi partikular (𝑋𝑝)  yaitu 
𝑋 = 𝑋𝑕 +𝑋𝑝 . 
 




Bentuk umum sistem persamaan diferensial linear yang terdiri dari 𝑛persamaan adalah: 
𝑑𝑥1(𝑡)
𝑑𝑡
= 𝑎11 𝑡 𝑥1 𝑡 + 𝑎12 𝑡 𝑥2 𝑡 + ⋯ + 𝑎1𝑛 𝑡 𝑥𝑛 𝑡 + 𝑔1 𝑡 ,
𝑑𝑥2(𝑡)
𝑑𝑡
= 𝑎21 𝑡 𝑥1 𝑡 + 𝑎22 𝑡 𝑥2 𝑡 + ⋯ + 𝑎2𝑛 𝑡 𝑥𝑛 𝑡 + 𝑔2 𝑡 ,
⋮                       ⋮                         ⋮                                  ⋮                     ⋮
𝑑𝑥𝑛 (𝑡)
𝑑𝑡
= 𝑎𝑛1 𝑡 𝑥1 𝑡 + 𝑎𝑛2 𝑡 𝑥2 𝑡 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑛  𝑡 𝑥𝑛 𝑡 + 𝑔𝑛 𝑡 ,
 
atau dapat ditulis dalam bentuk matriks menjadi 
𝑋′ = 𝐴𝑋 + 𝑔 𝑡 , 
dengan 𝐴 disebut matriks koefisien dan 𝑔(𝑡) adalah fungsi vektor. 
jika setiap fungsi 𝑔1 𝑡 , 𝑔2 𝑡 , … , 𝑔𝑛 𝑡  adalah nol untuk semua 𝑡 , maka sistem tersebut 
dinamakan sistem persamaan diferensial homogen dan jika tidak maka dinamakan sistem 
persamaan diferensial tak homogen. 
Ada beberapa metode yang dapat digunakan untuk menentukan solusi sistem persamaan 
diferensial linear tak homogen diantaranya menggunakan metode koefisien tak tentu, metode 
variasi parameter, dan metode matriks eksponensial. 
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Sama halnya dengan metode variasi parameter, metode matriks eksponensial juga memiliki 
kelebihan yaitu dapat digunakan untuk menentukan solusi dari sistem persamaan diferensial 
linear tak homogen dengan fungsi-fungsi 𝑔(𝑡)  yang tidak dapat dikerjakan dengan metode 
koefisien tak tentu. Selain itu, karena penyelesaiannya menggunakan matriks maka untuk 
penyelesaian sistem persamaan diferensial linear tak homogen dengan orde tinggi juga lebih 
mudah bila menggunakan metode matriks eksponensial. 
 
2. LANDASAN TEORI 
Matriks Eksponensial 
Definisi 1 (Edwards dan Penney, 2008) 
Misalkan 𝐴 suatu matriks bujursangkar. Matriks eksponensial 𝑒𝐴 didefinisikan sebagai 










Untuk suatu matriks diagonal 𝐴, 
 
Misalkan 𝐴  bukan suatu matriks diagonal, dan 𝐴  dapat didiagonalisasi sedemikian sehingga  
𝐴 = 𝑃𝐷𝑃−1 maka, 















Lemma 1 (Goode, 1991) 
Jika 𝑃 suatu matriks berordo 𝑛 × 𝑛, 𝐷 matriks diagonal berordo 𝑛 × 𝑛, dan 𝑘 ∈ ℕ, maka 
 𝑃𝐷𝑃−1 𝑘 = 𝑃𝐷𝑘𝑃−1. 
 
Teorema 1 (Goode, 1991) 
Misalkan 𝐴 suatu matriks yang dapat didiagonalisasi dan memiliki 𝑛 vektor eigen bebas linear 
𝐩1, 𝐩2, … , 𝐩𝑛  bersesuaian dengan nilai eigen 𝜆1 , 𝜆2 , … , 𝜆𝑛 . Maka, 
𝑒𝐴 = 𝑃𝑒𝐷𝑃−1, 
dengan 𝑃 =  𝐩1 𝐩2 𝐩3  dan 𝐷 matriks diagonal. 
 
Teorema 2 (Edwards dan Penney, 2008) 
Jika 𝐴 suatu matriks bujursangkar, maka 
𝐱′ = 𝐴𝐱,                       𝐱 0 = 𝐱0, 
mempunyai solusi umum  
𝐱 𝑡 = 𝑒𝐴𝑡𝐱0. 
Teorema 3[1] 
Jika A adalah matriks konstan berukuran 𝑛 × 𝑛 yang dapat didiagonalisasi dan 𝐠 adalah fungsi 
vektor, maka untuk masalah nilai awal  
𝐱′ 𝑡 = 𝐴𝐱 𝑡 + 𝐠 𝑡 ,                     𝐱 𝑡0 = 𝐱0,                  (2.10) 
mempunyai solusi umum untuk setiap kondisi awal 𝐱𝟎 ∈ ℝ
𝑛  sebagai berikut 












3. HASIL DAN PEMBAHASAN 
3.1 Langkah-langkah untuk menentukan solusi sistem persamaan diferensial linear tak homogen 
dengan metode matriks eksponensial, 
Langkah-langkah untuk menentukan solusi sistem persamaan diferensial linear tak homogen 
dengan metode matriks eksponensial, yaitu 
1. Menentukan solusi sistem persamaan diferensial homogen (𝑋𝑕) dengan langkah-
langkah sebagai berikut: 
a. Membentuk matriks koefisien 𝐴 dari sistem persamaan diferensial linear tak 
homogen yang diberikan. 
b. Menentukan nilai eigen dari matriks koefisien 𝐴 dan menentukan vektor eigen 
terkait dengan nilai eigennya. 
c. Membentuk suatu matriks taksingular 𝑃 dari vektor-vektor eigen dan menentukan 
invers dari matriks 𝑃. 
d. Menentukan matriks diagonal 𝐷 dengan 𝐷 = 𝑃−1𝐴𝑃. 
e. Menentukan matriks eksponensial 𝑒𝐴𝑡dengan rumus 𝑒𝐴𝑡 = 𝑃𝑒𝐷𝑡𝑃−1 . 
f. Menentukan solusi homogen (𝑋𝑕) dari sistem persamaan diferensial linear dengan 
𝑋𝑕 = 𝑒
𝐴𝑡 . 𝐶. 
2. Menentukan solusi partikular (𝑋𝑝) dengan langkah-langkah sebagai berikut: 
a. Menentukan matriks eksponensial 𝑒−𝐴𝜏 . 
b. Menentukan fungsi 𝑔(𝜏). 
c. Mengalikan matriks eksponensial 𝑒−𝐴𝜏dengan fungsi 𝑔(𝜏). 




e. Menentukan solusi khusus  𝑋𝑝  dari sistem persamaan diferensial yang diberikan 
𝑋𝑝 = 𝑒




3. Menentukan solusi umum dari sistem persamaan diferensial linear tak homogen 
dengan menambahkan solusi homogen (𝑋𝑕)  dengan solusi partikular  (𝑋𝑝)  yaitu 
𝑋 = 𝑋𝑕+𝑋𝑝 . 
 
3.2 Studi Kasus Sistem Persamaan Diferensial Linear tak Homogen dengan Dua Persamaan dan 
Dua Fungsi Tak Diketahui 
Diberikan sistem persamaan diferensial linear sebagai berikut 
𝑥1
′ = 𝑥1 + 𝑥2 − 𝑡 − 1,    
𝑥2
′ = 4𝑥1 + 𝑥2 − 4𝑡 − 2. 
Solusi dari sistem persamaan diferensial tersebut ditentukan sebagai berikut. 
1. Menentukan solusi sistem persamaan diferensial homogen (𝑋𝑕)  dengan langkah-langkah 
sebagai berikut: 
a. Membentuk matriks koefisien dari sistem persamaan diferensial linear tak homogen 
yang diberikan. 
Sistem persamaan diferensial tersebut dapat ditulis sebagai  
















sehingga matriks koefisiennya adalah 







b. Menentukan nilai eigen dari matriks 𝐴 dan menentukan vektor eigen terkait dengan 
nilai eigennya. 
Persamaan karakteristik dari 𝐴 adalah 
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det 𝜆𝐼 − 𝐴 = 0, 
det   
𝜆 0
0 𝜆
 −  
1 1
4 1
  = 0, 
 
𝜆 − 1 −1
−4 𝜆 − 1
  = 0, 
 𝜆 − 1  𝜆 − 1 − 4 = 0, 
𝜆2 − 2𝜆 + 1 − 4 = 0, 
𝜆2 − 2𝜆 − 3 = 0, 
atau 
 𝜆 + 1  𝜆 − 3  = 0. 
Sehingga diperoleh nilai-nilai eigen 𝜆1 = −1 dan 𝜆2 = 3. 
Selanjutnya, ditentukan vektor eigen terkait dengan nilai-nilai eigen tersebut. 
 
Untuk 𝜆1 = −1 




 −  
1 1
4 1
   
𝑥1
𝑥2





atau   
−2 −1
−4 −2
   
𝑥1
𝑥2
















Penyelesaian dari sistem persamaan linear pada matriks yang diperbesar tersebut 
dengan eliminasi gauss- 
Jadi, vektor eigen yang bersesuaian dengan 𝜆1 = −1 adalah 
𝐱 =  
𝑥1
𝑥2
 =  
−𝑠
2𝑠







Untuk 𝜆2 = 3 




 −  
1 1
4 1
   
𝑥1
𝑥2









   
𝑥1
𝑥2
















Penyelesaian dari sistem persamaan linear pada matriks yang diperbesar tersebut 
dengan eliminasi gauss-jordan  
Jadi, vektor eigen yang bersesuaian dengan 𝜆2 = 3 adalah 
𝐱 =  
𝑥1
𝑥2
 =  
𝑠
2𝑠






Vektor-vektor eigen tersebut membentuk basis untuk ruang eigen terkait dengan 
𝜆1 = −1 dan 𝜆2 = 3, yaitu 
𝐩𝟏 =  
−1
2









c. Membentuk suatu matriks taksingular 𝑃  dari vektor-vektor eigen dan menentukan 
invers dari matriks 𝑃. 
𝑃 =  𝐩𝟏 𝐩𝟐 . 
Jadi,  






Selanjutnya, ditunjukkan bahwa 𝑃 matriks taksingular 






=  −1 . 2 − 1.2, 
=  −2 − 2, 
= −4. 
Karena det( 𝑃) ≠ 0 , maka 𝑃  merupakan matriks taksingular. Jadi, invers dari 𝑃 




















































d. Menentukan matriks diagonal 𝐷. 



























e. Menentukan matriks eksponensial 𝑒𝐴𝑡 . 













































f. Menentukan solusi homogen (𝑋𝑕) dari sistem persamaan diferensial yang diberikan. 
𝑋𝑕 = 𝑒
𝐴𝑡𝐶. 

























































dengan 𝐶1dan 𝐶2 konstanta sebarang. 
2. Menentukan solusi partikular (𝑋𝑝) dengan langkah-langkah sebagai berikut: 
a. Menentukan matriks ekponensial 𝑒−𝐴𝜏 . 
Telah diperoleh sebelumnya  















































Jadi, matriks ekponensial 𝑒−𝐴𝜏  adalah 
























b. Menentukan fungsi g(𝜏). 
Telah diperoleh sebelumnya  






Sehingga fungsi g(𝜏) adalah 







c. Mengalikan matriks eksponensial 𝑒−𝐴𝜏dengan 𝑔(𝜏). 












































 𝑒−𝐴𝜏 . 𝑔 𝜏 𝑑𝑠
𝑡
0




























































e. Menentukan solusi partikular  𝑋𝑝  dari sistem persamaan diferensial yang diberikan. 
𝑋𝑝  = 𝑒
























































3. Menentukan solusi umum dari sistem persamaan diferensial linear tak homogen dengan 
menambahkan solusi homogen (𝑋𝑕) dengan solusi partikular (𝑋𝑝). 
𝑋 = 𝑋𝑕+𝑋𝑝 . 


































2 − 𝑒−𝑡 − 𝑒3𝑡
 , 








Berdasarkan pembahasan pada Bab III, maka dapat diambil kesimpulan bahwa untuk 
menentukan solusi sistem persamaan diferensial linear tak homogen dengan metode matriks 
eksponensial adalah sebagai berikut: 
1. Menentukan solusi homogen (𝑋𝑕) yang diawali dengan mengubah sistem persamaan 
diferensial yang diberikan ke dalam bentuk 𝑋′ = 𝐴𝑋 + 𝑔(𝑡) sehingga diperoleh matriks 
koefisien yang bersesuaian, kemudian menentukan nilai eigen dari matriks koefisien 𝐴 dan 
menentukan vektor eigen terkait dengan nilai eigennya. Selanjutnya, membentuk suatu 
matriks taksingular 𝑃  dari vektor-vektor eigen dan menentukan invers dari matriks 𝑃 . 
Kemudian menentukan matriks diagonal 𝐷 dengan 𝐷 = 𝑃−1𝐴𝑃 . Selanjutnya, dibentuk 
matriks eksponensial  𝑒𝐴𝑡 dengan rumus 𝑒𝐴𝑡 = 𝑃𝑒𝐷𝑡𝑃−1 , sehingga diperoleh solusi 
homogen dari sistem persamaan diferensial linear dengan 𝑋𝑕 = 𝑒
𝐴𝑡𝐶.  
2. Menentukan solusi partikular (𝑋𝑝) yang dimulai dengan menentukan matriks eksponensial 
𝑒−𝐴𝜏  dan fungsi 𝑔(𝜏)  lalu kemudian menentukan solusi partikular  𝑋𝑝  dengan 𝑋𝑝 =




3. Menentukan solusi umum dari sistem persamaan diferensial linear tak homogen dengan 
menambahkan solusi homogen (𝑋𝑕) dengan solusi partikular (𝑋𝑝) yaitu 𝑋 = 𝑋𝑕+𝑋𝑝 . 
 
DAFTAR PUSTAKA 
[1]   G. Nagy, Ordinary Differential Equation, Michigan: Michigan State University, 2016.  
[2]   F. J.B and B. R.A, Linear Algebra (Second Edition), Canada: Addison Wesley Publishing 
Company, 1990.  
[3]   S. Goode, An Introduction to Differential Equation and Linear Algebra, United States of 
America: Prentice Hall, 1991.  
[4]   S. Weintraub, Jordan Canonical Form, United States of America: Morgan Claypool 
Publishers, 2008.  
[5]   H. Anton, Aljabar Linear Elementer (Edisi Kelima). Terjemahan oleh Pantur Silaban dan I 
Nyoman Susila, Jakarta: Erlangga, 1991.  
[6]   H. Baisuni, Kalkulus, Jakarta: Universitas Indonesia., 2005.  
[7]   Anton and R. , Aljabar Linear Elementer Versi Aplikasi (Edisi Kedelapan), Jakarta: 
Erlangga, 2004.  
[8]   H. Anton, Dasar-dasar Aljabar Linear (Jilid Satu), Tangerang: Binarupa Aksara, 2009.  
[9]   Anggradini, Solusi Sistem Persamaan Diferensial Linear Homogen Dengan Matriks 
Eksponensial, Skripsi: Fakultas MIPA Universitas Cenderawasih, Jayapura, 2014.  
[10]   P. V. and R. , Kalkulus jilid 1(Edisi kesembilan), Jakarta: Erlangga, 2010.  
[11]   S. Lipschutz, Teori Himpunan (Set Theory) diterjemahkan oleh Pantur Silaban, Ph.D., 
Jakarta: Erlangga, 1989.  
[12]   E. and P. , Elementary Differential Equations sixth Edition, New Jersey: Pearson 
Education Inc., 2008.  
[13]   S. Redjeki, Diktat Kuliah MA2271 Metoda matematika, Bandung: FMIPA Institut 
Teknologi Bandung, 2009.  
[14]   A. Tahir, Solusi Sistem Persamaan Diferensial Tak Homogen dengan Metode Variasi 
Parameter, Jayapura: Fakultas MIPA Universitas Cenderawasih, 2014.  
 
 
 
